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1 弾性係数テンソル

等方性をもつ弾性体を考えよう。応力テンソルの成分を σij、微小ひずみテンソルの

成分を εij とすると、弾性体の応力とひずみの関係は次式のように書ける。

σij = Cijklεkl (1)

ここで Cijkl を成分にもつテンソルを弾性係数テンソルという。応力テンソルの対称

性より

Cijkl = Cjikl (2)

である。

2 等方テンソル

2.1 2 階の等方テンソル

どんな直交座標に関しても常に同一の成分をもつテンソルを等方テンソルという。直

交座標系間の変換を aij とすると、2 階の等方テンソルの成分 Tij は次式を満足する。

Tij = aikajlTkl (3)
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座標変換の影響を受けない 2 階のテンソルとして思い浮かぶのは、クロネッカーの
デルタ δij である。実際、aij が直交行列であることに注意して

aikajlδkl = aikajk = δij (4)

一般に、α をスカラーとして、2 階の等方テンソルの成分は

Tij = αδij (5)

で表される。

2.2 4 階の等方テンソル

4 階の等方テンソルの成分 Tijkl は、次式を満たすようなものである。

Tijkl = aimajnakpalqTmnpq (6)

さて、上の式の添え字 m と n、p と q の 2 組が同じになればクロネッカーのデル
タが 2 つできるが、添え字 2 組を同じにするのもまた 2 つのクロネッカーのデルタな
ので

aimajnakpalqδmnδpq = aimajmakpalp

= δijδkl

(7)

したがって、δijδkl は等方テンソルの成分としての性質を満たす。また、添え字 m, p

と n, q の 2 組でも同じ話ができて

aimajnakpalqδmpδnq = aimakmajnaln

= δikδjl

(8)

さらに、添え字 m, q と n, p の 2 組でも同様に

aimajnakpalqδmqδnp = aimalmajnakn

= δilδjk

(9)

結局、一般の 4 階の等方テンソルの成分 Tijkl は、上の 3 つの線形結合で与えられる。
α, β, γ をそれぞれスカラーとすると

Tijkl = αδijδkl + βδikδjl + γδilδjk (10)

これは

Tklij = αδklδij + βδkiδlj + γδkjδli

= αδijδkl + βδikδjl + γδilδjk

(11)

より Tijkl = Tklij の対称性をもつ。
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ここで対称性

Tijkl = Tjikl (12)

を想定すると

Tijkl = αδijδkl + βδikδjl + γδilδjk

Tjikl = αδijδkl + γδikδjl + βδilδjk

(13)

より β = γ が成り立ち、したがって次式を得る。

Tijkl = αδijδkl + β(δikδjl + δilδjk) (14)

これは

Tijlk = αδijδlk + β(δilδjk + δikδjl)

= αδijδkl + β(δikδjl + δilδjk)
(15)

より Tijkl = Tijlk の対称性をもつ。

3 ラメ定数

等方テンソルの議論より、等方性をもつ弾性体の弾性係数テンソル Cijkl は次式で

表される。

Cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk) (16)

ここでスカラー λ, µ をラメ定数という。

弾性体を特徴づけるパラメタであるヤング率 E、ポアソン比 ν とラメ定数との関係

を導こう。

3 次元等方性弾性体のひずみテンソルの各成分は、以下のようになる。

ε11 =
σ11

E
− ν

σ22

E
− ν

σ33

E

ε22 =
σ22

E
− ν

σ11

E
− ν

σ33

E

ε33 =
σ33

E
− ν

σ11

E
− ν

σ22

E

2ε12 =
σ12

G

2ε23 =
σ23

G

2ε31 =
σ31

G

(17)

ここで G は横弾性係数

G =
E

2(1 + ν)
(18)
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である。上式を行列で表すと



ε11

ε22

ε33

ε12

ε23

ε31




=
1
E




1 −ν −ν 0 0 0
−ν 1 −ν 0 0 0
−ν −ν 1 0 0 0
0 0 0 1 + ν 0 0
0 0 0 0 1 + ν 0
0 0 0 0 0 1 + ν







σ11

σ22

σ33

σ12

σ23

σ31




(19)

これより



σ11

σ22

σ33

σ12

σ23

σ31




=
E

(1 + ν)(1− 2ν)




1− ν ν ν 0 0 0
ν 1− ν ν 0 0 0
ν ν 1− ν 0 0 0
0 0 0 1− 2ν 0 0
0 0 0 0 1− 2ν 0
0 0 0 0 0 1− 2ν







ε11

ε22

ε33

ε12

ε23

ε31




(20)

一方

σij = Cijklεkl

= {λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk)} εkl

= λεkkδij + 2µεij

(21)

であり、これを縮約して行列の形で表すと



σ11

σ22

σ33

σ12

σ23

σ31




=




λ + 2µ λ λ 0 0 0
λ λ + 2µ λ 0 0 0
λ λ λ + 2µ 0 0 0
0 0 0 2µ 0 0
0 0 0 0 2µ 0
0 0 0 0 0 2µ







ε11

ε22

ε33

ε12

ε23

ε31




(22)

上式と式 (20) を比較すると、次の関係式が得られる。

λ =
Eν

(1 + ν)(1− 2ν)

µ =
E

2(1 + ν)
= G

(23)
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4 曲線座標系における弾性係数テンソル

曲線座標系における弾性係数テンソルの成分を導こう。デカルト座標を (x1, x2, x3)、
曲線座標を (ξ1, ξ2, ξ3) とし、それぞれの基底を ei, ēi とする。デカルト座標系におけ

る弾性係数テンソルの成分を Cijkl = Cijkl とし、曲線座標系における弾性係数テンソ

ルの反変成分を C̄ijkl としよう。すると、C̄ijkl は次式で表される。

C̄ijkl = (ēi · em)(ēj · en)(ēk · ep)(ēl · eq)Cmnpq (24)

ここで、位置ベクトルを x とすると

ēi =
∂x

∂ξi
(25)

また

ei =
∂x

∂xi

=
∂ξj

∂xi

∂x

∂ξj

=
∂ξj

∂xi
ēj

(26)

なので

ēi · ej = ēi ·
(

∂ξk

∂xj
ēk

)

=
∂ξi

∂xj

(27)

したがって

C̄ijkl =
∂ξi

∂xm

∂ξj

∂xn

∂ξk

∂xp

∂ξl

∂xq
Cmnpq

=
∂ξi

∂xm

∂ξj

∂xn

∂ξk

∂xp

∂ξl

∂xq
{λδmnδpq + µ(δmpδnq + δmqδnp)}

(28)

ところで、曲線座標系における計量テンソル G の反変成分を gij、共変成分を gij

とすると

gikgkj = gikēk · ēj

= gik ∂xl

∂ξk

∂xl

∂ξj
= δi

j

(29)

より

gij =
∂ξi

∂xk

∂ξj

∂xk
(30)

これより

∂ξi

∂xm

∂ξj

∂xn

∂ξk

∂xp

∂ξl

∂xq
δmnδpq =

∂ξi

∂xm

∂ξj

∂xm

∂ξk

∂xp

∂ξl

∂xp

= gijgkl

(31)
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同様に

∂ξi

∂xm

∂ξj

∂xn

∂ξk

∂xp

∂ξl

∂xq
δmpδnq =

∂ξi

∂xm

∂ξk

∂xm

∂ξj

∂xn

∂ξl

∂xn

= gikgjl

(32)

∂ξi

∂xm

∂ξj

∂xn

∂ξk

∂xp

∂ξl

∂xq
δmqδnp =

∂ξi

∂xm

∂ξl

∂xm

∂ξj

∂xn

∂ξk

∂xn

= gilgjk

(33)

したがって、曲線座標系における弾性係数テンソルの反変成分は、次式のように表さ

れる。

C̄ijkl = λgijgkl + µ(gikgjl + gilgjk) (34)
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