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1 はじめに

円筒座標系におけるナビエ・ストークス方程式の成分表示を導く。まず、より一般

的である曲線座標系において考える。続いて、それに制限を加えた形の直交曲線座標

系を考え、その具体例の一つとして円筒座標系を考える。それぞれについて、簡単な

ものから、連続の式、スカラー輸送方程式、ナビエ・ストークス方程式を導く。最後

に、円筒座標系の特殊な例として、軸対称問題の表示式を導く。

2 曲線座標系

2.1 曲線座標系における微分

共変基底を ei とする曲線座標系 (ξ1, ξ2, ξ3) における微分は、以下のように定義さ
れる。

スカラー場 φ の勾配

∇φ = gij ∂φ

∂ξj
ei (1)

ベクトル場 u の勾配

∇u =
(

∂ui

∂ξj
+ Γi

jkuk

)
ei ⊗ ej (2)

ベクトル場 u の発散

∇ · u =
1
J

∂

∂ξi

(
Jui

)
(3)

テンソル場 T の発散

∇ · T =
(

∂T ij

∂ξj
+ Γi

jkT kj + Γj
jkT ik

)
ei (4)

ここで、Γi
jk は第 2 種クリストッフェル記号で

Γi
jk =

1
2
gil

(
∂glj

∂ξk
+

∂glk

∂ξj
− ∂gjk

∂ξl

)
(5)

gij は計量テンソルの共変成分で、次式で与えられる。

gij = ei · ej (6)

その成分行列の行列式を g とすると、ヤコビアン J は

J =
√

g (7)

である。gij は計量テンソルの反変成分で、その成分行列は gij の成分行列の逆行列と

して与えられ、反変基底ベクトル ei により次式で表される。

gij = ei · ej (8)
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共変基底ベクトル ei は、位置ベクトルを x とすると、次式で定義される。

ei =
∂x

∂ξi
(9)

反変基底ベクトル ei は、共変基底ベクトル ei から次のように求まる。

ei = gijej (10)

また、δi
j をクロネッカーのデルタとして、次式が成り立つ。

ei · ej = ei · ej = δi
j (11)

2.2 連続の式

連続の式は、密度を ρ、速度ベクトルを u とすると、次式で表される。

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0 (12)

曲線座標系における成分表示は、次のようになる。

∂ρ

∂t
+

1
J

∂

∂ξi

(
Jρui

)
= 0 (13)

2.3 スカラー輸送方程式

スカラー輸送方程式は、スカラー場を φ、拡散係数を Γ 、生成を S とすると、次式

で表される。
∂ρφ

∂t
+∇ · (ρφu) = ∇ · (Γ∇φ) + S (14)

曲線座標系における成分表示は、次のようになる。

∂ρφ

∂t
+

1
J

∂

∂ξi

(
Jρφui

)
=

1
J

∂

∂ξi

(
JΓgij ∂φ

∂ξj

)
+ S (15)

2.4 ナビエ・ストークス方程式

非圧縮性ニュートン流体を想定する。圧力を p 、粘性係数を µ、変形速度テンソル

を D、物体力ベクトルを b とすると、ナビエ・ストークス方程式は次式で表される。

∂ρu

∂t
+∇ · (ρuu) = −∇p +∇ · (2µD) + b (16)

変形速度テンソルは、次式で表される。

2D = ∇u + (∇u)T (17)
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粘性係数が場所によらず一定ならば、動粘性係数を ν = µ/ρ として

∂ρu

∂t
+ u · ∇u = −1

ρ
∇p + ν∇2u +

1
ρ
b (18)

式 (18) の曲線座標系における成分表示は、次のようになる。

∂ρui

∂t
+ uj∇ju

i = −1
ρ
gij ∂p

∂ξj
+ ν∇2ui +

1
ρ
bi (19)

ここで

∇ju
i =

∂ui

∂ξj
+ Γi

jkuk (20)

∇2ui =
∂∇ju

i

∂ξj
+ Γi

jk∇ju
k + Γj

jk∇kui (21)

また、式 (16) の曲線座標系における成分表示は、次のようになる。

∂ρui

∂t
+∇j(ρuiuj) = −gij ∂p

∂ξj
+∇j(2µDij) + bi (22)

ここで

∇j(ρuiuj) = ρuj∇ju
i + ui∇j(ρuj)

= ρuj∇ju
i + ui 1

J

∂

∂ξj
(Jρuj)

(23)

∇j(2µDij) =
∂

∂ξj
(2µDij) + Γi

jk2µDkj + Γj
jk2µDik (24)

2Dij = ∇ju
i +∇iu

j (25)

3 直交曲線座標系

3.1 直交曲線座標系における微分

共変基底ベクトルどうしが直交している曲線座標系を、直交曲線座標系という。直

交曲線座標 (ξ1, ξ2, ξ3) を考えよう。共変基底を ei とする。

共変基底ベクトル ei を正規化したベクトルを ai として

a1 =
1
h1

e1

a2 =
1
h2

e2

a3 =
1
h3

e3

(26)

とおく。ここで hi = |ei| である。ベクトル場 u の成分を ai の線形結合で次のように

表す。

u = ū1a1 + ū2a2 + ū3a3 (27)
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ここで

ū1 = h1u
1

ū2 = h2u
2

ū3 = h3u
3

(28)

テンソル場の成分についても同様に表す。

T = T̄11a1 ⊗ a1 + T̄12a1 ⊗ a2 · · · (29)

T̄11 = h1h1T
11

T̄12 = h2h2T
12

· · ·
(30)

計量テンソルの反変成分 gij の成分行列は対角行列で表され、その対角成分は

g11 = e1 · e1 = (h1)2

g22 = e2 · e2 = (h2)2

g33 = e3 · e3 = (h3)2
(31)

この逆行列で表される gij の成分行列もまた対角行列であり、その対角成分は

g11 =
1

g11
=

1
(h1)2

g22 =
1

g22
=

1
(h2)2

g33 =
1

g33
=

1
(h3)2

(32)

また、ヤコビアン J は

J =
√

g = h1h2h3 (33)

である。

式 (10) より

e1 =
1

(h1)2
e1

e2 =
1

(h2)2
e2

e3 =
1

(h3)2
e3

(34)

たとえば

e1 =
1

(h1)2
e1

h1e
1 =

1
h1

e1

= a1

(35)
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であり、同様にして

a1 = h1e
1

a2 = h2e
2

a3 = h3e
3

(36)

クリストッフェル記号は、以下のように計算できる (Γi
jk = Γi

kj なので、18 個だけ
計算すればよい)。

Γ1
11 =

1
2
g1l

(
∂gl1

∂ξ1
+

∂gl1

∂ξ1
− ∂g11

∂ξl

)

=
1
2
g11 ∂g11

∂ξ1
+

1
2
g11 ∂g11

∂ξ1
− 1

2
g11 ∂g11

∂ξ1

=
1
2
g11 ∂g11

∂ξ1

=
1
2

1
g11

∂g11

∂ξ1

=
1
2

∂

∂ξ1
log g11

(37)

同様に

Γ2
22 =

1
2

∂

∂ξ2
log g22

Γ3
33 =

1
2

∂

∂ξ3
log g33

(38)

また

Γ1
12 =

1
2
g1l

(
∂gl1

∂ξ2
+

∂gl2

∂ξ1
− ∂g12

∂ξl

)

=
1
2
g11 ∂g11

∂ξ2

=
1
2

1
g11

∂g11

∂ξ2

=
1
2

∂

∂ξ2
log g11

(39)

同様に

Γ1
13 =

1
2

∂

∂ξ3
log g11

Γ2
12 = Γ2

21 =
1
2

∂

∂ξ1
log g22

Γ2
23 =

1
2

∂

∂ξ3
log g22

Γ3
13 = Γ3

31 =
1
2

∂

∂ξ1
log g33

Γ3
23 = Γ3

32 =
1
2

∂

∂ξ2
log g33

(40)
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さらに

Γ1
22 =

1
2
g1l

(
∂gl2

∂ξ2
+

∂gl2

∂ξ2
− ∂g22

∂ξl

)

= −1
2
g11 ∂g22

∂ξ1

= − 1
2g11

∂g22

∂ξ1

(41)

同様に

Γ1
33 = − 1

2g11

∂g33

∂ξ1

Γ2
11 = − 1

2g22

∂g11

∂ξ2

Γ2
33 = − 1

2g22

∂g33

∂ξ2

Γ3
11 = − 1

2g33

∂g11

∂ξ3

Γ3
22 = − 1

2g33

∂g22

∂ξ3

(42)

最後に

Γ1
23 =

1
2
g1l

(
∂gl2

∂ξ3
+

∂gl3

∂ξ2
− ∂g23

∂ξl

)

= 0
(43)

同様に

Γ2
13 = 0

Γ3
12 = 0

(44)

まとめると

Γi
ii =

1
2

∂

∂ξi
log gii

Γi
ij =

1
2

∂

∂ξj
log gii

Γi
jj = − 1

2gii

∂gjj

∂ξi

Γi
jk = 0

(45)

ただし、i, j, k について総和をとらず、i 6= j 6= k である。

直交曲線座標系における微分を ai について表すと、以下のようになる。

スカラー場 φ の勾配

∇φ =
1
h1

∂φ

∂ξ1
a1 +

1
h2

∂φ

∂ξ2
a2 +

1
h3

∂φ

∂ξ3
a3 (46)
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ベクトル場 u の勾配

∇u =
hi

hj

{
∂

∂ξj

(
ūi

hi

)
+ Γi

jk

ūk

hk

}
ai ⊗ aj (47)

ただし、hi, hj , hk については総和をとらない。

ベクトル場 u の発散

∇ · u =
1

h1h2h3

{
∂

∂ξ1
(h2h3ū1) +

∂

∂ξ2
(h1h3ū2) +

∂

∂ξ3
(h1h2ū3)

}
(48)

テンソル場 T の発散

∇ · T = hi

{
∂

∂ξj

(
T̄ij

hihj

)
+ Γi

jk

T̄kj

hkhj
+ Γj

jk

T̄ik

hihk

}
ai (49)

ただし、hi, hj , hk については総和をとらない。

3.2 連続の式

表記を簡単にするために、次の記号を導入する。

¯̄u1 = h1h2ū1

¯̄u2 = h2h3ū2

¯̄u3 = h1h3ū3

(50)

直交曲線座標系における連続の式の成分表示は、次式のようになる。

∂ρ

∂t
+

1
J

∂

∂ξi
(ρ¯̄ui) = 0 (51)

3.3 スカラー輸送方程式

表記を簡単にするために、次の記号を導入する。

∂

∂ξ̄1
=

h2h3

h1

∂

∂ξ1

∂

∂ξ̄2
=

h1h3

h2

∂

∂ξ2

∂

∂ξ̄3
=

h1h2

h3

∂

∂ξ3

(52)

直交曲線座標系におけるスカラー輸送方程式の成分表示は、次式のようになる。

∂ρφ

∂t
+

1
J

∂

∂ξi
(ρφ¯̄ui) =

1
J

∂

∂ξi

(
Γ

∂φ

∂ξ̄i

)
+ S (53)
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3.4 ナビエ・ストークス方程式

式 (18) の直交曲線座標系における成分表示は、次式のようになる。

∂ūi

∂t
+ ūj∇j ūi = − 1

ρhi

∂p

∂ξi
+ ν∇2ūi +

1
ρ
b̄i (54)

ここで

∇j ūi =
hi

hj

{
∂

ξj

(
ūi

hi

)
+ Γi

jk

ūk

hk

}
(55)

∇2ūi = hi

{
∂

∂ξj

(∇j ūi

hihj

)
+ Γi

jk

∇j ūk

hkhj
+ Γj

jk

∇kūi

hihk

}
(56)

ただし、hi, hj , hk については総和をとらない。

式 (16) の直交曲線座標系における成分表示は、次式のようになる。

∂ρūi

∂t
+∇j(ρūiūj) = − 1

ρhi

∂p

∂ξi
+∇j(2µD̄ij) + b̄i (57)

ここで

∇j(ρūiūj) = ρūj∇j ūi + ūi
1
J

∂

∂ξj
(ρ¯̄uj) (58)

∇j(2µD̄ij) = hi

{
∂

∂ξj

(
2µD̄ij

hihj

)
+ Γi

jk

2µD̄kj

hkhj
+ Γj

jk

2µD̄ik

hihk

}
(59)

2D̄ij = ∇j ū
i +∇iū

j (60)

ただし、hi, hj , hk については総和をとらない。

4 円筒座標系

4.1 円筒座標系における微分

円筒座標系 (ξ1, ξ2, ξ3) = (r, θ, z) を考えよう。共変基底を ei とする。位置ベクトル

を x とすると、デカルト座標系における成分は次のように書ける。



r cos θ

r sin θ

z


 (61)

共変基底ベクトル ei は式 (9) で与えられるので、e1, e2, e3 の成分はそれぞれ次のよ

うになる。

e1 =




cos θ

sin θ

0


 , e2 =



−r sin θ

r cos θ

0


 , e2 =




0
0
1


 (62)
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共変基底ベクトルが互いに直交するので、円筒座標系は直交曲線座標系である。正規

基底ベクトル ai の成分はそれぞれ

a1 =




cos θ

sin θ

0


 , a2 =



− sin θ

cos θ

0


 , a2 =




0
0
1


 (63)

式 (26) より

h1 = 1

h2 = r

h3 = 1

(64)

計量テンソルの反変成分 gij は式 (31) より

g11 = (h1)2 = 1

g22 = (h2)2 = r2

g33 = (h3)2 = 1

(65)

クリストッフェル記号は、式 (45) より

Γ2
21 = Γ2

12 =
1
r

Γ1
22 = −r

(66)

上記以外の値は 0 である。
円筒座標系における微分は、以下のように表される。

スカラー場 φ の勾配

∇φ =
∂φ

∂r
a1 +

1
r

∂φ

∂θ
a2 +

∂φ

∂z
a3 (67)

ベクトル場 u の勾配 ∇u の正規基底ベクトル ai についての成分



∂ū1

∂r

1
r

∂ū1

∂θ
− ū2

r

∂ū1

∂z

∂ū2

∂r

1
r

∂ū2

∂θ
+

ū1

r

∂ū2

∂z

∂ū3

∂r

1
r

∂ū3

∂θ

∂ū3

∂z




(68)

ベクトル場 u の発散

∇ · u =
1
r

∂rū1

∂r
+

1
r

∂ū2

∂θ
+

∂ū3

∂z
(69)
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テンソル場 T の発散 ∇ · T の正規基底ベクトル ai についての成分



∂T̄11

∂r
+

1
r

∂T̄12

∂θ
+

∂T̄13

∂z
+

T̄11

r
− T̄22

r

∂T̄21

∂r
+

1
r

∂T̄22

∂θ
+

∂T̄23

∂z
+

T̄12

r
+

T̄21

r

∂T̄31

∂r
+

1
r

∂T̄32

∂θ
+

∂T̄33

∂z
+

T̄31

r




(70)

4.2 連続の式

単位基底についてのベクトルの成分 (ū1, ū2, ū3) を (ur, uθ, uz) と表示する。円筒座
標系における連続の式の成分表示は、次式のようになる。

∂ρ

∂t
+

1
r

∂

∂r
(rρur) +

1
r

∂

∂θ
(ρuθ) +

∂

∂z
(ρuz) = 0 (71)

4.3 スカラー輸送方程式

円筒座標系におけるスカラー輸送方程式の成分表示は、次式のようになる。

∂ρφ

∂t
+

1
r

∂

∂r
(rρφur) +

1
r

∂

∂θ
(ρφuθ) +

∂

∂z
(ρφuz) =

1
r

∂

∂r
(rΓ

∂φ

∂r
) +

1
r2

∂

∂θ
(Γ

∂φ

∂θ
) +

∂

∂z
(Γ

∂φ

∂z
) + S

(72)

4.4 ナビエ・ストークス方程式

式 (18) の円筒座標系における成分表示は、次式のようになる。

∂ur

∂t
+ ur

∂ur

∂r
+

uθ

r

∂ur

∂θ
+ vz

∂ur

∂z
− u2

θ

r
=

− 1
ρ

∂p

∂r
+ ν

(
∂2ur

∂r2
+

1
r

∂ur

∂r
+

1
r2

∂2ur

∂θ2
+

∂2ur

∂z2
− ur

r2
− 2

r2

∂uθ

∂θ

)
+ br

∂uθ

∂t
+ ur

∂uθ

∂r
+

uθ

r

∂uθ

∂θ
+ vz

∂uθ

∂z
+

uruθ

r
=

− 1
ρr

∂p

∂θ
+ ν

(
∂2uθ

∂r2
+

1
r

∂uθ

∂r
+

1
r2

∂2uθ

∂θ2
+

∂2uθ

∂z2
+

2
r2

∂ur

∂uθ
− uθ

r2

)
+ bθ

∂uz

∂t
+ ur

∂uz

∂r
+

uθ

r

∂uz

∂θ
+ vz

∂uz

∂z
=

− 1
ρ

∂p

∂z
+ ν

(
∂2uz

∂r2
+

1
r

∂uz

∂r
+

1
r2

∂2uz

∂θ2
+

∂2uz

∂z2

)
+ bz

(73)
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式 (16) の円筒座標系における成分表示は、次式のようになる。

∂ρur

∂t
+

1
r

∂

∂r
(rρurur) +

1
r

∂

∂θ
(ρuruθ) +

∂

∂z
(ρuruz)− ρu2

θ

r
=

− ∂p

∂r
+

∂

∂r

(
2µ

∂ur

∂r

)
+

2µ

r

∂ur

∂r
+

1
r2

∂

∂θ

{
µ

(
∂ur

∂θ
+ r

∂uθ

∂r
− uθ

)}

+
∂

∂z

{
µ

(
∂ur

∂z
+

∂uz

∂r

)}
− µur

r2
− µ

r2

∂uθ

∂θ
+ br

∂ρuθ

∂t
+

1
r

∂

∂r
(rρuθur) +

1
r

∂

∂θ
(ρuθuθ) +

∂

∂z
(ρuθuz) +

ρuruθ

r
=

− 1
r

∂p

∂θ
+

∂

∂r

{
µ

(
∂uθ

∂r
+

1
r

∂ur

∂θ
− uθ

r

)}
+

2µ

r

∂uθ

∂r

+
1
r2

∂

∂θ

{
2µ

(
∂uθ

∂θ
+ ur

)}
+

∂

∂z

{
µ

(
∂uθ

∂z
+

1
r

∂uz

∂θ

)}

+
2µ

r2

∂ur

∂θ
− 2µuθ

r2
+ bθ

∂ρuz

∂t
+

1
r

∂

∂r
(rρuzur) +

1
r

∂

∂θ
(ρuzuθ) +

∂

∂z
(ρuzuz) =

− ∂p

∂z
+

∂

∂r

{
µ

(
∂uz

∂r
+

∂ur

∂z

)}
+

µ

r

∂uz

∂r
+

1
r2

∂

∂θ

{
µ

(
∂uz

∂θ
+ r

∂uθ

∂z

)}

+
∂

∂z

(
2µ

∂uz

∂z

)
+

µ

r

∂ur

∂z
+ bz

(74)

5 軸対称問題

5.1 軸対称問題

円筒座標系で表示された問題において、周方向 (θ 方向) の物理量の変化を無視でき
る場合を、軸対称問題という。軸対称問題では、物理量の周方向成分の方程式を解く

必要がないので、2 次元問題として扱える。また、周方向に関する微分は 0 になる。

5.2 連続の式

軸対称問題における連続の式の成分表示は、次式のようになる。

∂ρ

∂t
+

1
r

∂

∂r
(rρur) +

∂

∂z
(ρuz) = 0 (75)

5.3 スカラー輸送方程式

軸対称問題におけるスカラー輸送方程式の成分表示は、次式のようになる。

∂ρφ

∂t
+

1
r

∂

∂r
(rρφur) +

∂

∂z
(ρφuz) =

1
r

∂

∂r
(rΓ

∂φ

∂r
) +

∂

∂z
(Γ

∂φ

∂z
) + S (76)
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5.4 ナビエ・ストークス方程式

式 (18) の軸対称問題における成分表示は、次式のようになる。

∂ur

∂t
+ ur

∂ur

∂r
+ vz

∂ur

∂z
− u2

θ

r
=

− 1
ρ

∂p

∂r
+ ν

(
∂2ur

∂r2
+

1
r

∂ur

∂r
+

∂2ur

∂z2
− ur

r2

)
+ br

∂uz

∂t
+ ur

∂uz

∂r
+ vz

∂uz

∂z
=

− 1
ρ

∂p

∂z
+ ν

(
∂2uz

∂r2
+

1
r

∂uz

∂r
+

∂2uz

∂z2

)
+ bz

(77)

式 (16) の軸対称問題における成分表示は、次式のようになる。

∂ρur

∂t
+

1
r

∂

∂r
(rρurur) +

∂

∂z
(ρuruz)− ρu2

θ

r
=

− ∂p

∂r
+

∂

∂r

(
2µ

∂ur

∂r

)
+

2µ

r

∂ur

∂r
+

∂

∂z

{
µ

(
∂ur

∂z
+

∂uz

∂r

)}
− µur

r2
+ br

∂ρuz

∂t
+

1
r

∂

∂r
(rρuzur) +

∂

∂z
(ρuzuz) =

− ∂p

∂z
+

∂

∂r

{
µ

(
∂uz

∂r
+

∂ur

∂z

)}
+

µ

r

∂uz

∂r
+

∂

∂z

(
2µ

∂uz

∂z

)
+

µ

r

∂ur

∂z
+ bz

(78)
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